ORIGENES DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

Hexagrama

EL REDESCUBRIMIENTO DE LA GEOMETRIA PURA

En el siglo XVIII se abandonan los métodos sintéticos en los estudios geométricos a
favor de los métodos analiticos, que usaban la geometria de coordenadas. La Geometria
pura se convierte, simplemente, en una interpretacion del dlgebra o en una guia para
los procesos algebraicos. Asi se deduce por ejemplo de comentarios de LEONHARD
FEULER (1707-1783) en sus obras. Conviene recordar, no obstante, a matematicos
ingleses como COLIN MACLAURIN (1698-1746), que siguieron fieles a la tradicién
geométrica de Sir ISAAC NEWTON (1642-1721). Fue en en el siglo XIX cuando se
produjo el renacimiento de la geometria, a partir del desarrollo de la dualidad y de las
coordenadas homogéneas, que supusieron un gran avance en la consolidacion de lo que
serfa la Geometria Proyectiva propiamente dicha. El catalizador final fue la fuerte
controversia geometria sintética versus geometria analitica.

COORDENADAS HOMOGENEAS

La construccién del espacio proyectivo como el conjunto de las rectas (vectoriales) de un
espacio vectorial hizo necesaria la consideracién de nuevos sistemas de coordenadas que
permitieran cierta agilidad y eficacia en los cédlculos. Uno de los primeros en utilizar otro tipo
de coordenadas fue AUGUSTUS FERDINAND MOBIUS (1790 —1868) en su trabajo de 1827 sobre
el cdlculo baricéntrico. Se construyen las coordenadas de un punto en el plano en relacién a los
vértices de un tridngulo y si estamos en el espacio con relacién a un tetraedro. El punto de
coordenadas (1,1,1) es el baricentro de un tridngulo, y el punto (1,1,1,1) es el baricentro de un
tetraedro. Estas ideas le permitieron precisar los estudios de la razén doble y de las
colineaciones. Las coordenadas de MOBIUS de un punto no son tinicas, pero si las razones entre
las coordenadas, con lo cual tienen ya un cardcter proyectivo. KARL WILHELM FEUERBACH
(1800-1834) y ETIENNE BOBILLIER (1798-1840) publicaron en la misma época resultados
parecidos a los de MOBIUS.

El paso decisivo lo dio JULIUS PLUCKER (1801-1868), que fue quien mds eficazmente aplicé
estos métodos a la Geometria Proyectiva. A él debemos las coordenadas homogéneas, que definid
de dos formas. Primero consideré un tridngulo fijo y tomé como coordenadas de un punto P
las distancias a los tres lados de ese tridngulo. Mds tarde introdujo el caso especial en el que
uno de los lados del tridngulo estd situado en la recta del infinito, y asi surgieron las coordenadas
homogéneas tal como se conocen actualmente: las coordenadas de un punto P del plano son
(x,y,z), donde

K. W. Feuerbach

DUALIDAD A. F. Mébius

(Cuantos planos hay contenidos en un punto? Tantos como puntos pasan por un plano. Y...
contrariwise. (Tweedledee en Alicia en el pais de las maravillas, de LEWIS CARROLL.)

La dualidad es un concepto omnipresente en toda la Matemadtica, pero tal vez sea en
Geometria Proyectiva donde mejor puede ilustrarse su interés. Es un diccionario que permite
traducir de un contexto a otro nociones y resultados. Podemos formularla técnicamente como
sigue:

: We=g A
Sir I. Newton L. Euler =Yz

y (X,Y) son las coordenadas cartesianas del punto P cuando los ejes de coordenadas son los dos
lados del tridngulo que no estdn en la recta del infinito. Con esto las coodenadas de P no son
Unicas, pues (kxky,kz) corresponden al mismo punto, siempre que k no sea nulo. Es decir, todos

V = espacio vectorial de dimensién n+1

V* = espacio vectorial dual, formado por las
aplicaciones lineales h:V —K con valores en
el cuerpo base K

P = espacio proyectivo de dimensién n
formado por las rectas vectoriales de V

P* = espacio proyectivo dual, formado por
los hiperplanos proyectivos H de P, que se
representan mediante una ecuacion h=0, que
estd determinada salvo proporcionalidad

L = subvariedad proyectiva de P

L* = subvariedad proyectiva dual, formada
por todos los hiperplanos H de P que
contienen a L.

Las dos propiedades fundamentales de esta dualidad son:

En el plano proyectivo, una recta tiene por dual un haz de rectas, que se identifica con su

odim(L)+dim(L*)=n-1.

¢Si L contiene a M, entonces L* esta contenida en M™.

punto base, y se obtiene lo siguiente:

El punto m estd en la recta I,
en el plano proyectivo P
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La recta m* dual del punto m
contiene al punto [* dual de la recta |/,
en el plano proyectivo dual P*

Una vez se conoce el diccionario entre variedades y variedades duales, se cumple el
denominado Principio de dualidad, segin el cual una proposicion relativa a variedades
proyectivas es cierta si y solo si es cierta su dual. Este principio fue establecido inicialmente
por JEAN-VICTOR PONCELET (1788-1867), pero ligado a la nocién de polaridad respecto de
una conica dada, que ya hemos descrito anteriormente.

Los puntos p,g yr
0s

estan alinea

Las rectas p*,g*y r*son concurrentes

Las rectas tangentes a una cénica C forman la cénica dual C*

Los puntos p,q y r estan
en posicion general
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Las rectas p*,g*y r*estan
en posicion general
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Tal vez uno de los ejemplos mads bellos de dualidad sea el denominado Teorema de Brianchon,
que es el enunciado dual del Teorema de Pascal. En efecto, utilizando la dualidad asociada a
una cénica, JULIEN BRIANCHON (1785-1864) demostr6 lo siguiente:

Teorema de Brianchon

Si se circunscribe un
hexdgono a una cénica, las
diagonales que unen vértices
opuestos son concurrentes en
un punto.

El Principio de dualidad general, formulado como antes, pero independientemente de la
polaridad respecto de una cénica, se debe a JOSEPH-DIEZ GERGONNE (1771-1859).
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los puntos de una recta del espacio vectorial pasan a ser el mismo en el plano proyectivo
asociado a ese espacio vectorial.

Al aplicar esta relacién entre las coordenadas cartesianas y las homogéneas a la ecuaciéon de
una curva en el plano afin, obtenemos una ecuacién homogénea: ésta no es mds que la
homogeneizacién de aquella. Esa ecuacion homogénea es la de una curva del plano proyectivo,
obtenida afiadiendo a la curva afin los puntos que resultan al hacer z=0 en la ecuacién
homogénea, es decir, los puntos que tiene en el infinito.

La definicién de coordenadas homogéneas permiti6 a PLUCKER formalizar muchas ideas
geométricas que sentaban las bases de la naciente Geometria Proyectiva. De hecho, defini6
también las coordenadas de rectas del plano, lo cual le permiti6 considerar con precisién la
dualidad punto-recta del plano proyectivo y zanjar de paso la polémica entre PONCELET y
GERGONNE sobre la diferencia entre polaridad asociada a una cénica y dualidad general.

En 1831, PLUCKER ampli6 sus estudios al espacio proyectivo y dio coordenadas a las rectas del
espacio, aportando de este modo ideas esenciales para los estudios de lo que luego serian las
grassmannianas.
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GEOMETRIA SINTETICA VERSUS
GEOMETRIA ANALITICA

A finales del siglo XVIII se empiezan a oir voces a favor de una vuelta a la geometria
sintética, son las de GARPARD MONGE (1746-1810) y LAZARD CARNOT (1753-1823) en la
Ecole Polytechnique. MONGE tiene importancia por sus propias contribuciones y de modo
especial porque prepar6 el terreno para el siglo XIX, al transmitir estas ideas con entusiasmo
a discipulos suyos tan importantes como el propio CARNOT, CHARLES DUPIN (1784-1783),
BRIANCHON, JEAN-BAPTISTE BIOT (1744-1862)y PONCELET.

Se empez0 a trabajar en la Geometria Euclidea y también en la Proyectiva partiendo de cero,
pues los trabajos de DESARGUES se desconocian. CARNOT comenzé “liberando a la
geometria de los jeroglificos del andlisis” y para ello recurrié a métodos puramente
geométricos en sus demostraciones.

PONCELET fue quien dio el impulso definitivo en el renacimiento de la geometria pura. Fue
el primero en considerar la Geometria Proyectiva como una nueva rama de las matemadticas
con objetivos y métodos propios. Distingui6 entre las propiedades que son proyectivas y las

que no. Y en cuanto a los métodos recuperd los de DESARGUES y PASCAL vy utilizé también
las llamadas transformaciones proyectivas.

En la primera mitad del siglo XIX se establecié una gran controversia entre gedmetras
sintéticos y gedmetras analiticos. Las objeciones que se ponian a la geometria analitica eran del
tipo siguiente:

 ;Es realmente geometrin? Los métodos son puramente algebraicos y los resultados
también, con lo que se olvida el significado geométrico.

*Se pierde la conexién entre el punto de partida y el de llegada en el proceso de
pequerios pasos algebraicos cuyo significado geométrico no es claro.

*E]l método geométrico puro es mds simple e intuitivo en sus demostraciones.

*[a geometria es la verdad acerca del mundo real; sin embargo el andlisis y el dlgebra
no son verdades en si mismas.

La geometria analitica tiene, sin embargo, la ventaja de la potencia por la generalidad de su
método, pues todos los problemas se resuelven por procedimientos uniformes, mientras que
en la geometria sintética cada problema depende de la figura particular considerada.

Representantes de los sintéticos fueron PONCELET, JACOB STEINER (1796-1863) y
CHASLES. Representantes de los analiticos serian MOBIUS y PLUCKER y GERGONNE.

La rivalidad tuvo momentos de gran tensién, como por ejemplo cuando STEINER amenazd a
los editores de la prestigiosa revista Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle)
con no publicar més en ella si continuaba admitiendo los trabajos de PLUCKER.

Después de esta fase, en la que hay también otras figuras resefiables, como ARTHUR CAYLEY
(1821-1895), GEORGE SALMON (1819-1904) y JAMES JOSEPH SYLVESTER (1814-1897),
gedmetras analiticos ingleses, la Geometria Proyectiva entré en una etapa de madurez cuyo
nombre clave fue VON STAUDT, que mostré6 cémo la Geometria Proyectiva engloba a la
Geometria Euclidea. Ya mds tardiamente pero en el siglo XIX atn, FELIX KLEIN (1849-1925)
complet6 la obra de STAUDT mediante la teoria de los grupos de transformaciones en su famoso
“Programa de Erlanger”.
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